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ABSTRAKT 
Bakalářská práce je zaměřena na koncentraci napětí dlouhovláknových kompozitů s dírou, 
zejména jaký vliv má na koncentraci napětí řízení směru vláken kompozitu v okolí takové 
díry. Pro bližší poznání problematiky byly v prostředí programu Ansys nasimulovány vzorky 
běžně používaných kompozitních materiálů. Ty byly podrobeny analýze na výslednou 
koncentraci napětí – nejprve bez zásahu do směru vláken a po té s řízením směru vláken 
v okolí díry. Následně byla všechna data zpracována a vyhodnocena. 
Klíčová slova 
Dlouhovláknové kompozity, směr vláken, rozložení napětí 
 
ABSTRACT  
The bachelor thesis focuses on stress distribution of longfiber composite with a hole, mainly 
on the influence of fiber direction on the stress distribution around such a hole. To look into 
the problem closely some samples of common longfiber composites have been simulated in 
the software environment of Ansys. These samples were analyzed on the final stress 
distribution – first without any change of the direction of fibers and then with different 
models of control. Subsequently, all the data were processed and assessed. 
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Longfiber composite, fiber direction, stress distribution 
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ÚVOD 
Dlouhovláknové kompozity jsou progresivním moderním materiálem.  
V současnosti, mimo jiné, létají na křídlech raketoplánů do dalekého vesmíru. Vděčí za to 
hlavně svému vynikajícímu poměru pevnosti ve směru vláken k jejich nízké hmotnosti. O tyto 
vlastnosti ale přicházejí v momentu navrtání. Kolem díry vznikají velké koncentrace napětí, 
které drahý materiál zcela znehodnotí. Je ovšem možné tomu zabránit už na samém začátku 
cesty kompozitního materiálu – ve výrobní hale. Řízením směru vláken v okolí díry je možné 
materiál na navrtání připravit a problému se vznikajícími koncentracemi napětí se vyhnout.  
Cílem bakalářské práce je řízení směru vláken v okolí díry blíže analyzovat a prozkoumat. 
V prostředí programu Ansys byly vytvořeny 3 vzorky často používaných kompozitních 
materiálů, zatíženy tahovým napětím a analyzovány v okolí díry na koncentrace napětí. To 
vše nejdříve bez jakéhokoliv zásahu do směru vláken a po té s řízením směru vláken v okolí 
díry podle různých modelů s cílem najít ten nejvhodnější.  
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1 O KOMPOZITECH OBECNĚ 
Kompozit je materiál o více složkách. Složky mohou být uspořádány rovnocenně – tzv. 
sendvičově – za sebou (například moderní pancíře tanků složených z ocelových 
a keramických plátů) či jako jedna složka ve formě výztužných vláken uspořádaná ve složce 
druhé v podobě nosné matrice.  
Materiál pro matrice i výztuže můžeme volit a do značené míry libovolně kombinovat, ty 
nejlepší kombinace a postup jejich výroby jsou dnes střeženým obchodním tajemstvím, 
na kterém stojí nejedna firma v oboru. 
Díky této kombinaci různých materiálů, u nichž se podstatně liší mechanické i chemické 
vlastnosti, dostáváme kompozit s novými, zpravidla výrazně lepšími, vlastnostmi. Smysl 
kompozitů spočívá v „ušití výrobku přímo na míru“. Vhodně navržený, se správně 
orientovanými vlákny, patřičně zatížený kompozit je někdy elegantní řešení od člověka, co ví, 
co dělá, a někdy zcela nezbytným řešením v situaci, kde by například ocel, s příliš obecnými 
vlastnostmi, omezovala funkci. [2, 10] 
1.1 Výhody kompozitních materiálů 
1.1.1 Lepší využití materiálů 
V učebním textu Pružnost a pevnost I se neutrální osa definuje jako: 
Neutrální osou rozumíme geometrické místo bodů příčného průřezu, kde je normálové napětí 
a poměrné přetvoření nulové. [3] 
V případě primitivního namáhání nosníku jako na Obr. 1-1 je neutrální osa totožná 
s nositelkou ohybového momentu a platí:  
 
Dále platí, že napětí ve stejné vzdálenosti od neutrální osy je ve všech bodech stejné a svého 
maxima dosahuje v 𝑧 =
ℎ
2
, tedy na povrchu materiálu a naopak je nulové v 𝑧 = 0, tedy 
uprostřed.  
𝜎𝑦 = 
𝑀𝑦
𝐽𝑦
∙ 𝑧 1-1 
𝜎𝑦 – ohybové napětí 𝑀𝑦 – moment od síly v ose 𝐽𝑦 – kvadratický moment v ose 
𝑧 – vzdálenost od neutrální osy  
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V dnešní době při snaze co nejvíce ušetřit se proto při výběru materiálu pro takový nosník, 
přestože použití oceli je možné, nabízí výhodné řešení kompozitním materiálem ze dvou 
složek – vysokopevností pásnice s jádrem o mimořádně nízké hustotě. 
 
Obr. 1-1 Průběh ohybového napětí v profilu nosníku namáhaného ohybem 
1.1.2 Dosažení vlastností, na které konvenční materiály nestačí  
Tab. 1-1 Výhody a nevýhody kompozitních materiálů [13] 
Pokud tedy člověk akceptuje nevýhody, dostane velice zajímavý materiál, jenž si našel pro 
svoje vlastnosti uplatnění zejména v leteckém a kosmickém průmyslu. 
Výhody Nevýhody 
Nízká hmotnost Cena 
Vysoká tuhost a pevnost Konstrukční návrh 
Směrově orientované vlastnosti Výroba 
Tepelná a chemická odolnost Spoje a opracovatelnost 
Nižší tepelná roztažnost Recyklace 
Elektrická a tepelná vodivost Defektoskopie, opravy 
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1.2 Oblast využití kompozitních materiálů 
Kompozity už dnes dávno nejsou jen tajemné části raketoplánů nebo nezjistitelných 
bombardérů. Pro svoje vlastnosti se staly součástí každodenního života. Nejběžnější příklady 
použití uvádí Tab. 1-2.  
1.2.1 Příklady použití kompozitních materiálů v různých průmyslových odvětvích 
Tab. 1-2 Příklady použití kompozitních materiálů 
Skupina příklad 
Letadla Celokompozitní trup (Obr. 1-3) 
Automobily Karbonové ráfky (Obr. 1-7) 
Lodě Závodní slalomový kajak 
Stavebnictví Drátkobeton (Obr. 1-2) 
Spotřebiče Kompozitní dřez Franke RID 610 
Elektrotechnika Kompozitní izolátory 
Infrastruktura 
Kompozitní pásky pro zesílení betonové 
konstrukce 
Medicína Uhlíkové náhrady končetin (Obr. 1-4) 
Antikorozní materiály Nástřik kompozitu na ocelový plášť 
Sport 
Kompozitové pádlo Werner Powerhouse 
(Obr. 1-6)  
Armáda Pažba pušky Remington 870(Obr. 1-5) 
Bezpečnostní prvky Přilba na motorku LS2 FF351 Action 
Energetika List větrné elektrárny 
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1.2.2 Fotografie kompozitů použitých v konkrétních případech 
 
 
 
 
Obr. 1-5 Výsuvná pažba FaBDefense na 
Remington 870 z vyztuženého kompozitu [18] 
 
Obr. 1-6 List pádla z kompozitu [15] 
 
Obr. 1-7 Karbonový ráfek pro závodní 
supersport [17] 
Obr. 1-4 Uhlíková protéza O.  Pistoriuse [16] 
Obr. 1-2 Drátkobeton STEELCRETE [20] Obr. 1-3 Celokompozitní trup malého letadla 
[19] 
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1.3 Rozdělení kompozitů 
Základní dělení je z hlediska materiálu – jaký druh byl vybrán pro matrici a jaký pro výztuž. 
1.3.1 Podle materiálu výztuže 
Tab. 1-3 Rozdělení kompozitů podle materiálu výztuže [2] 
Mechanické vlastnosti vybraných typů vláken uvádí následující tabulka. 
Tab. 1-4 Mechanické vlastnosti některých vláken používaných v kompozitních materiálech  
[1, 2, 12] 
Kovy Nekovy 
W, Fe, Cr, Mo, Ti, Ni 
a jejich slitiny 
Organické Anorganické 
Polymery 
kevlar, silon, nylon, terylen 
Keramické materiály – 
Al2O3, ZrO2,SiC,TiC, WC, 
TiB2, BN, atd. 
Čedič 
Uhlík, bor 
Druh Typ vlákna 
Měrná hmotnost 
[g/cm
3
] 
Pevnost v tahu 
[GPa] 
Modul pružnosti 
v tahu [GPa] 
Ocel – whisker kovové 7,8 0,3 – 2,5 210 
Al2O3 keramické 3,9 1,4 385 
Grafit - HS uhlíkové 1,9 2,5 240 
Grafit - HM uhlíkové 1,9 2,1 390 
E-sklo skleněné 2,55 3,5 72,4 
Kevlar 49 PPTA 1,5 2,8 130 
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Kompozit může být typu kov – kov, polymer – polymer, keramika – keramika, keramika – 
kov, keramika – polymer. Obě složky mohou být dokonce i ze stejného materiálu, pouze 
v jiných formách.  
1.3.2 Podle materiálu matrice 
Tab. 1-5 Rozdělení kompozitů podle materiálu matrice [2] 
Příklady mechanických vlastnosti matric  
Tab. 1-6 Mechanické vlastnosti matric používaných v kompozitních materiálech [1,5] 
Nejčastěji se používají organické polymerní matrice – termosety a termoplasty. 
Kovy Nekovy 
Al, Ag, Fe, Mg, Ti, Co, Cu, 
Ni  
a jejich slitiny 
Organické - polymery Anorganické 
termosety 
polyestery, pryskyřice 
(fenolické, epoxidové) 
termoplasty 
polypropylen, polyamid 
Keramické materiály  
Al2O3, SiC, SiO2, TiC,Cr3C2 
Skla 
Uhlík 
Matrice na bázi 
Měrná hmotnost 
[g/cm
3
] 
Pevnost v tahu 
[MPa] 
Modul pružnosti v 
tahu [GPa] 
Hliníku 2,77 490 70,0 
Titanu 4,43 910 112,0 
Pryskyřice – epoxidová 1,10 - 1,40 35 – 90 2,1 - 6,0 
Pryskyřice – fenolická 1,30 50 – 60  4,4 
Polyamidu 1,42 76 – 83 2,4 – 2,8 
Polypropylenu 0,90 28 – 41 1,1 – 1,5 
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a) b) d) e) f) c) 
1.3.3 Podle tvaru výztuže 
Tvar výztuže značně ovlivňuje výsledné vlastnosti materiálu. Nejběžnější jsou výztuže 
vláknové, méně časté pak výztuže částicové či skeletové. [2] 
Vláknové kompozity 
Nejrozšířenější a nejznámější skupina. Výztuž v podobě vláken uložených v matrici. Jejich 
nejlepší vlastnost – vysoká pevnost materiálu namáhaného ve směru vláken – je dána jejich 
malým průřezem (v desítkách mikrometrů), který vylučuje výskyt velkých nečistot a vad 
možný v kompaktních materiálech. Dělí se na jednovrstvové a mnohovrstvové, jedna vrstva 
samotná je označována jako lamina. [1] 
Dlouhovláknové – vyztuženy dlouhými spojitými vlákny. V takových kompozitech 
lze předpokládat, že zátěž působí přímo na vlákna a že vlákna ve směru namáhání jsou hlavní 
nosnou složkou materiálu. Význam matrice jako nosné složky se u takovýchto kompozitů 
vytrácí, jejím hlavním účelem je chránit a pojit vlákna. Pokud jsou všechna vlákna uložena 
v jednom směru (Obr. 1-8a), vytvářejí jednosměrový kompozit. Jejich nevýhoda je velmi 
malá pevnost ve směru kolmém na vlákna, proto se pro lepší mechanické řešení nabízí 
vyztužení dvousměrné či vícesměrné, jak uvádí Obr. 1-8c a Obr. 1-8d. [1, 2] 
Krátkovláknové – vyztuženy diskontinuitními vlákny. Jejich orientaci není snadné 
řídit, proto se ve většině případů počítá s tím, že je náhodná (Obr. 1-8f). Obr. 1-8b ukazuje 
zvláštní případ řízené orientace vláken krátkovláknového kompozitu, postup výroby takového 
materiálu je složitější, než u krátkovláknového kompozitu s náhodnou orientací vláken. 
Spočívá ve vytlačování či vystřikování pryskyřice s vlákny tryskou, kde vlákna mají tendenci 
orientovat se ve směru toku materiálu. [1, 2] 
 
 
Obr. 1-8 Možné způsoby uspořádání vláken krátko/dlouho vláknových kompozitů 
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Na Obr. 1-9 je znázorněno, jak vypadají vlákna jednosměrného dvoulaminového kompozitu 
v prostoru. Kromě samotného směru a délky vláken lze měnit i hustotu jejich zastoupení 
v matrici, což má výrazný vliv na výsledné mechanické vlastnosti. 
 
Obr. 1-9 Příklad prostorového uspořádání dlouhých vláken  
Dalšími, méně častými tvary výztuží, jsou: 
Částicové kompozity 
Vyztužující částice dispergovány v matrici, nevytváří vlastní strukturu. Tvar částice může být 
jak pravidelného, tak nepravidelného tvaru, nejznámější jsou kulové krychlové či destičkové. 
Částice jsou do materiálu přidávány ani ne tak pro zlepšení přenosu namáhání, i když se 
na něm také podílí, jako spíš pro získání dalších, specifických vlastností (Tab. 1-7). Například 
zvýšení elektrické a tepelné vodivosti nebo zvýšení odolnosti vůči oděru či teplotě. Materiál 
matrice a částic může být jakákoliv kombinace kovových a nekovových materiálů. [2, 5] 
Typ kompozitu Vlastnosti Aplikace 
Ag – CdO 
Ag – SnO2 
Dobrá elektrická vodivost 
Elektrické kontakty přístrojů 
(spouštěčů, relé) 
Al – Al2O3 
Al – Al4C3 
Teplotní odolnost do 773 K 
Vyšší teplotou dlouhodobě 
zatěžované konstrukční části 
Tab. 1-7 Příklad použití částicového kompozitu [5] 
Skeletové kompozity 
Pórovitá matrice prostoupená souvislým nosným skeletem. [2] 
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1.4 Srovnání s kovovými izotropními materiály 
Tab. 1-8 ukazuje mechanické vlastnosti vybraných kompozitních materiálů a tří konvekčních.  
Tab. 1-8 Srovnání kompozitů s konvekčními materiály [20,14] 
                                                 
1
 Na rozdíl od ostatních kompozitů v tabulce, jejichž vlákna jsou jednosměrová, je má tento křížově vrstvená. 
2
 Slitinová ocel vyrobená práškovou metalurgií. Materiálový list na <http://halfarknives.cz/documents/elmax.pdf> 
3
 Hodnota 3 GPa v tomto případě představuje pevnost v tlaku. 
KOMPOZITY 
Vlákno/matrice Typ vlákna 
Modul 
pružnosti v 
tahu [GPa] 
Pevnost 
v tahu 
[GPa] 
Hustota 
[g/cm3] 
Měrný 
modul 
E/ρ 
Měrná 
pevnost 
σ/ρ 
E-sklo/epoxid Skleněné  39 1,11 1,8 21,6 0,61 
Bór/epoxid1 Bórové 106,0 0,38 2,0 53,0 0,19 
Kevlar49/epoxid Polymerní 83 1,31 1,4 59,3 0,94 
Sklo/polyester Skleněné 15,7 0,13 2,0 7,85 0,07 
Karbon/epoxid Uhlíkové 142,0 1,73 1,6 89,3 1,08 
Sklo/nylon Skleněné 14,5 0,20 1,6 9,0 0,12 
S-sklo/epoxid Skleněné 39,5 0,87 1,8 21,8 0,48 
KONVEKČNÍ MATERIÁLY 
Materiál Typ materiálu 
Modul 
pružnosti v 
tahu [GPa] 
Pevnost 
v tahu 
[MPa] 
Hustota 
[g/cm3] 
Měrný 
modul 
E/ρ 
Měrná 
pevnost 
σ/ρ 
Elmax
2
 ocel 240 3
3
 7,8 30,8 0,38 
11373.0 ocel 210 min. 0,37 7,9 26,7 0,05 
Super-dural hliník 70 0,25 - 0,45 2,7 25,9 0,09 – 0,16 
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1.4.1 Vyhodnocení srovnání dlouhovláknových kompozitů s kovovými materiály 
Z Tab. 1-8 je patrné, že v uvedených kritériích si dlouhovláknové kompozity v porovnání 
s konvekčními materiály stojí víc než dobře, a skoro by se dalo říci, že by ocel a hliník 
zvládly bez problémů nahradit.  
Je třeba si uvědomit, že uvedené vlastnosti platí pro dlouhovláknové kompozity v podélném 
směru. Vlastnosti ve směru příčném jsou naopak mnohem horší, jak ukazuje graf na Obr. 
1-10. Z toho plyne také základní podmínka pro použití dlouhovláknových kompozitů a tou je 
znalost napjatosti v součásti během provozu.  
Obecně je možné říci, že čím všesměrovější napjatost v součásti bude, tím menší smysl má 
použití dlouhovláknových kompozitů, a naopak roste motivace pro použití částicových 
kompozitů nebo klasických izotropních konstrukčních materiálů. 
 
Obr. 1-10 Vliv úhlu zatížení vláken na pevnost některých kompozitních materiálů [5] 
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2 ANIZOTROPNÍ A ORTOTROPNÍ KOMPOZITY 
Jak se od sebe odlišuje izotropní materiál a anizotropní lze nejlépe popsat následujícím 
modelem. Krychle je zatěžována silou pouze v jedné ose, izotropní materiál se deformuje 
pouze v rozměrech (Obr. 2-1a), zatímco anizotropní v rozměrech i tvaru (Obr. 2-1b). [2] 
 
 
Obr. 2-1 Deformace izotropního (a) a anizotropního (b) materiálu 
Kompozity jsou silně anizotropní materiály a tak je nutné stanovit vztahy mezi napjatostí 
a přetvořením, tedy mezi vektorem napětí 𝝈 a vektorem přetvoření 𝜺. 
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2.1.1 Obecný anizotropní materiál 
Nejvšestrannější materiálový model. Hookeův zákon lze psát ve tvaru: 
𝜎𝑖 = 𝐶𝑖𝑗 ∙ 𝜀𝑗 2-1 
kde 𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3, 4, 5, 6  
maticově vyjádřený jako: 
[
 
 
 
 
𝜎1
𝜎2
𝜎3
𝜏1
𝜏2
𝜏3]
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
 
𝐶11
𝐶21
𝐶31
𝐶41
𝐶51
𝐶61
𝐶12
𝐶22
𝐶32
𝐶42
𝐶52
𝐶62
𝐶13
𝐶23
𝐶33
𝐶43
𝐶53
𝐶63
𝐶14
𝐶24
𝐶34
𝐶44
𝐶54
𝐶64
𝐶15
𝐶25
𝐶35
𝐶45
𝐶55
𝐶65
𝐶16
𝐶26
𝐶36
𝐶46
𝐶56
𝐶66]
 
 
 
 
 
∙
[
 
 
 
 
𝜀1
𝜀2
𝜀3
𝛾23
𝛾31
𝛾12]
 
 
 
 
 
2-2 
𝜎 – vektor napětí 𝐶 – materiálová tuhostní konstanta 𝜀 – vektor přetvoření 
Všech 36 prvků z matice v relaci (2-2) ovšem není nezávislých. Z parciálních derivací energie 
napjatosti lze dokázat následující vztah (odvození viz [2] str. 55). 
𝐶𝑖𝑗 = 𝐶𝑗𝑖, 2-3 
V matici potom vznikne celkem 21 nezávislých materiálových konstant. [2] 
2.2 Obecný ortotropní materiál 
V ortotropních materiálech jsou známé tři osy souměrnosti, podél nich už se materiál nechová 
typicky anizotropně. Tyto osy souměrnosti jsou u jednosměrných kompozitů rovnoběžné 
a kolmé se směry výztužných vláken a vedou k dalšímu snižování počtu materiálových 
konstant. Matice má tvar: 
[
 
 
 
 
𝜎1
𝜎2
𝜎3
𝜏1
𝜏2
𝜏3]
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
 
𝐶11
𝐶21
𝐶31
0
0
0
𝐶12
𝐶22
𝐶32
0
0
0
𝐶13
𝐶23
𝐶33
0
0
0
0
0
0
𝐶44
0
0
0
0
0
0
𝐶55
0
0
0
0
0
0
𝐶66]
 
 
 
 
 
∙
[
 
 
 
 
𝜀1
𝜀2
𝜀3
𝛾23
𝛾31
𝛾12]
 
 
 
 
 2-4 
počet nezávislých prvků se redukuje z 21 v relaci (2-2) na 9. [2] 
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2.3 Transversálně ortotropní materiál 
Pokud je u jednosměrného vláknového kompozitu síť vláken dostatečně silná, lze počet 
nezávislých materiálových konstant snížit dokonce na 5. Neboť platí, že mechanické 
vlastnosti ve směru 1 jsou stejné jako ve směru 2 (Obr. 2-2). [2] 
 
 
Obr. 2-2 Řez kompozitem v hlavní ortotropní rovině 
Matice materiálových tuhostních konstant pak vypadá takto: 
[
 
 
 
 
𝜎1
𝜎2
𝜎3
𝜏1
𝜏2
𝜏3]
 
 
 
 
=
[
 
 
 
 
 
𝐶11
𝐶21
𝐶21
0
0
0
𝐶12
𝐶22
𝐶32
0
0
0
𝐶12
𝐶23
𝐶22
0
0
0
0
0
0
0,5 ∙ (𝐶22 − 𝐶23)
0
0
0
0
0
0
𝐶66
0
0
0
0
0
0
𝐶66]
 
 
 
 
 
∙
[
 
 
 
 
𝜀1
𝜀2
𝜀3
𝛾23
𝛾31
𝛾12]
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Právě transversálně ortotropní materiál – příčně izotropní – s pěti nezávislými inženýrskými 
konstantami 𝑬𝑳,𝑬𝑻,𝑮𝑳𝑻, 𝝁𝑳𝑻 a 𝝁𝑻𝑻´ (jejichž odvození a popsání je v kapitole Mechanické 
chování jednosměrných dlouhovláknových kompozitů) – je použitý pro analýzu v kapitole 
Vliv směru vláken kompozitu v okolí díry na napětí.  
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3 MECHANICKÉ CHOVÁNÍ JEDNOSMĚRNÝCH 
DLOUHOVLÁKNOVÝCH KOMPOZITŮ 
Na Obr. 1-9 je vidět, že část materiálu vyplňují vlákna a část matrice. Hmotnostní a objemové 
podíly zastoupení těchto dvou složek v kompozitu je možné při výrobě do určité míry měnit 
a tím výrazně ovlivňovat výsledné mechanické vlastnosti.  
Z konvence plyne, že kompozit má index c, matrice m a vlákna f. 
Všechny vzorce – pokud není uvedeno jinak – jsou převzaty z [1] a [2]. 
Je dáno – celkový objem kompozitu  𝑉𝑐, jehož část tvoří objem matrice 𝑉𝑚 a část objem 
vláken 𝑉𝑓. Daným objemům odpovídají hmotnosti 𝑀𝑐, 𝑀𝑚 a 𝑀𝑓 podle stejného principu. 
Pro značení podílů vláken a matrice na celkovém objemu a hmotnosti se používají malé 
indexy 𝑣 a 𝑚. Vyjádření jednotlivých objemových a hmotnostních podílů je dáno vztahy 3-1 
a 3-2. [1] 
 
𝑣𝑓 = 
𝑉𝑓
𝑉𝑐
 𝑣𝑚 = 
𝑉𝑚
𝑉𝑐
 𝑉𝑐 = 𝑉𝑓 + 𝑉𝑚 3-1 
𝑚𝑓 = 
𝑀𝑓
𝑀𝑐
 𝑚𝑚 = 
𝑀𝑚
𝑀𝑐
 𝑀𝑐 =  𝑀𝑓 + 𝑀𝑚 3-2 
 
Jestliže jsou zavedeny vztahy s hmotností a objemem, lze snadno přidat i vztah pro hustotu. 
Vztah je nazýván směšovací pravidlo pro hustotu kompozitu a vychází z rovnice 
pro celkovou hmotnost kompozitu (3-1). [1] 
𝜌𝑐 ∙ 𝑉𝑐 = 𝜌𝑓 ∙ 𝑉𝑓 + 𝜌𝑚 ∙ 𝑉𝑚 
𝜌𝑐 = 𝜌𝑓 ∙ 𝑣𝑓 + 𝜌𝑚 ∙ 𝑣𝑚 
 
3-3 
3.1 Podélný modul pružnosti 𝑬𝑳 a podélná pevnost v tahu 𝝈𝑷𝒕,𝑳 
Materiálové charakteristiky pro kompozity namáhané podélně v tahu se značí indexem L. 
Na kompozit působí síla 𝐹𝑐, která je přenášena z části matricí a z části vlákny, tedy 𝐹𝑚a 𝐹𝑓. 
Pak musí platit vztah. [1] 
𝐹𝑐 = 𝐹𝑓 + 𝐹𝑚 3-4 
Síly se vyjádří napětím a průřezem a po úpravách vyplyne směšovací pravidlo pro napětí. 
𝜎𝑐 = 𝜎𝑓 ∙ 𝑣𝑓 + 𝜎𝑚 ∙ 𝑣𝑚 3-5 
23 
 
V lineárně pružném úseku, kde platí Hookeův zákon, lze stejně tak odvodit směšovací 
pravidlo pro modul pružnosti. Hookeův zákon pro napětí ve vláknu vypadá následovně, 
u matrice a celého kompozitu je postup analogický. 
𝜎𝑓 = 𝐸𝑓 ∙ 𝜀𝑓 3-6 
𝜎𝑓 – napětí ve vláknu  𝐸𝑓  – modul pružnosti vlákna 𝜀𝑓  – podélná deformace vlákna 
Při zatížení v tahu ve směru vláken je poměrná deformace celku, vlákna i matrice stejná, platí 
vztah. 
𝜀𝑐 = 𝜀𝑓 = 𝜀𝑚 3-7 
𝜀𝑐 – celkové poměrné prodloužení 𝜀𝑓 – poměrné prodloužení vláken  𝜀𝑚 – poměrné prodloužení matrice 
Při dosazení za každou složku kompozitu ze vztahu 3-6 do vztahu 3-5 a po uvážení vztahu 
3-7, je výsledkem směšovací pravidlo pro podélný modul pružnosti v tahu. 
𝐸𝑐 = 𝑬𝑳 = 𝐸𝑓 ∙ 𝑣𝑓 + 𝐸𝑚 ∙ (1 − 𝑣𝑓) 3-8 
𝐸𝑐 – modul pružnosti kompozitu 𝐸𝑚 – modul pružnosti matrice  𝐸𝐿 – modul pružnosti v tahu 
Dlouhovláknový kompozit praská, pokud praskají vlákna. Výsledná pevnost se stanoví 
z pevnosti vláken při porušení a z pevnosti matrice při kritickém prodloužení, kdy praskají 
vlákna. Pevnost kompozitu v tahu ve směru vláken pak je dána vztahem: 
𝝈𝑷𝒕,𝑳 = 𝜎𝑓 ∙ 𝑣𝑓 + 𝜎𝑚(𝜀𝑓𝑘𝑟𝑖𝑡) ∙ 𝑣𝑚 3-9 
𝜎𝑃𝑡,𝐿 – pevnost v tahu ve směru vláken 𝜎𝑚(𝜀𝑓𝑘𝑟𝑖𝑡) – pevnost matrice při porušení vláken 
Platí ale, že takový vztah pro pevnost lze použít jen za podmínky dosažení kritického podílu 
objemu vláken 𝑣𝑓𝑘𝑟𝑖𝑡, jestliže je podíl objemu menší, vlákna kompozit nezpevňují a výsledná 
pevnost je závislá pouze na vlastnostech matrice.  
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vlákno 
matrice 
prodloužení vlákna△ 𝑡𝑓 
prodloužení vlákna△ 𝑡𝑚 
𝜎𝑐 
𝜎𝑐 
3.2 Příčný modul pružnosti 𝑬𝑻 a příčná pevnost v tahu 𝝈𝑷𝒕,𝑻 
Materiálové charakteristiky pro kompozity namáhané příčně v tahu se značí indexem T. 
V příčném směru jsou celek, vlákna i matrice kompozitu namáhány stejným napětím a platí 
následující vztah. 
𝜎𝑐 = 𝜎𝑚 = 𝜎𝑓 3-10 
Na rozdíl od podélného namáhání, kde se všechny složky deformují stejně, v příčném směru 
tomu tak není. Příčné prodloužení vlákna i matrice se liší a celkové příčné prodloužení je 
dáno jejich součtem (Obr. 3-1). 
 
 
Obr. 3-1 Příčné prodloužení vlákna a matrice 
Pak platí vztah: 
𝜀𝑐 ∙ 𝑡𝑐 = 𝜀𝑓 ∙ 𝑡𝑓 + 𝜀𝑚 ∙  𝑡𝑚  
𝜀𝑐 = 𝜀𝑓 ∙
𝑡𝑓 ∙ 𝑙 ∙ ℎ
𝑡𝑐 ∙ 𝑙 ∙ ℎ
+ 𝜀𝑚 ∙
𝑡𝑚 ∙ 𝑙 ∙ ℎ
𝑡𝑐 ∙ 𝑙 ∙ ℎ
 
3-11 
𝑙 – délka materiálu ℎ – šířka materiálu 𝑡𝑐,𝑓,𝑚 – skutečná délka odpovídající složky materiálu 
Po úpravě vztahu 3-11 je výsledkem směšovací pravidlo pro poměrné přetvoření 𝜺𝑻 
kompozitu v příčném směru. 
 
𝜀𝑐 = 𝜺𝑻 = 𝜀𝑓 ∙ 𝑣𝑓 + 𝜀𝑚 ∙  𝑣𝑚 3-12 
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3.2.1 Reusseův model I – inverzní směšovací pravidlo 
Jednotlivé složky poměrných deformací ze vztahu 3-12 se vyjádří z Hookeova zákona jako 
podíly napětí s odpovídajícími moduly pružnosti: 
𝜎𝑐
𝐸𝑐
= 
𝜎𝑓 ∙ 𝑣𝑓
𝐸𝑓
 +
𝜎𝑚 ∙ 𝑣𝑚
𝐸𝑚
 3-13 
Rovností jednotlivých složek napětí (3-10) se rovnice zjednoduší a výsledkem je vztah pro 
příčný modul pružnosti 𝑬𝑻 kompozitu namáhaného tahem. [1] 
𝐸𝑐 = 𝑬𝑻 = 
1
𝑣𝑓
𝐸𝑓
+
1−𝑣𝑓
𝐸𝑚
 
3-14 
Inverzní směšovací pravidlo vychází z předpokladu rovnosti napětí ve vláknu a matrici, ke 
kterému ve skutečnosti nedochází. Dále Reuss ignoruje fakt, že matrice obklopuje celé vlákno 
a reálný model tak bude odlišný od uvedeného na Obr. 3-1. Z těchto důvodů se skutečná 
hodnota příčného modulu pružnosti v praxi často velmi liší. Pro její přesnější aproximaci jsou 
vhodnější následující přístupy. [1, 21] 
3.2.2 Reusseův model II (s paralelní matricí) 
Přidáním paralelní matrice k sériovému modelu na Obr. 3-1 a úpravou předchozího vztahu 
vyplyne následující relace: [6] 
𝑬𝑻 = (1 − √𝑣𝑓) ∙  𝐸𝑚 +
√𝑣𝑓 ∙ 𝐸𝑓 ∙ 𝐸𝑚
𝑣𝑓 ∙ 𝐸𝑚 + √𝑣𝑓 ∙ (1 − √𝑣𝑓) ∙ 𝐸𝑓
 3-15 
Takový model je pak mnohem blíže skutečnosti, jak dokazuje analýza na následující stránce. 
3.2.3 Halpin – Tsai 
Další z možnosti je Halpin – Tsai model. Na základě aproximace exaktnějších vztahů 
vycházející z mikromechaniky kompozitů dospěli tito pánové ke vztahům: [2, 6] 
η = (
𝐸𝑓
𝐸𝑚
− 1) / (
𝐸𝑓
𝐸𝑚
+ ξ) 3-16 
𝑬𝑻 = 𝐸𝑚 ∙
(1 + ξ ∙ η ∙ 𝑣𝑓)
(1 −  η ∙ 𝑣𝑓)
 3-17 
η – faktor distribuce napětí ξ – parametr vhodné křivky 
Hodnota koeficientu ξ může nabývat různých hodnot a tak je známá Halpin – Tsaiova rovnice 
s koeficienty 1; 1,5; 2, 5 nebo třeba 10. Neplatí, že čím větší hodnota, tím přesnější výsledný 
příčný modul pružnosti. Pro správné zvolení koeficientů je nutné hlubší poznání těchto 
rovnic. 
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3.2.4 Porovnání jednotlivých modelů 
Uvažovaný kompozit s uhlíkovými vlákny zalitých v matrici PEI má následující parametry: 
 objemový podíl 𝒗𝒏[%] příčný modul pružnosti 𝑬𝑻[GPa] 
Uhlíkové vlákno 0,51 14 
Matrice PEI 0,49 3 
Tab. 3-1 Kompozit použitý pro porovnání výpočtových modelů příčného modulu pružnosti [6] 
Experimentálně bylo zjištěno, že příčný modul pružnosti 𝑬𝑻 je: [6] 
𝑬𝑻 = 𝟕, 𝟖 𝑮𝑷𝒂 
Analyticky vypočítané hodnoty jednotlivých modelů jsou uvedeny v následující tabulce: 
Model 𝑬𝑻[GPa] 
Reusseův model I (inverzní směšovací pravidlo) 5,0 
Reusseův model II (paralelní matrice) 7,7 
Halpin – Tsai (ξ=1) 6,0 
Halpin – Tsai (ξ=2) 6,5 
Halpin – Tsai (ξ=10) 7,8 
Tab. 3-2 Hodnoty příčného modulu pružnosti 𝐸𝑇 jednotlivých výpočetních modelů 
Z Tab. 3-2 je patrné, že některé modely se výrazně odchylují od experimentální naměřené 
hodnoty. Největším viníkem je příčný modul pružnosti vláken 𝐸𝑓, který je složité přesně 
změřit. Proto z toho jednoduché inverzní pravidlo nevychází příliš dobře, naopak jeho 
modifikace další matricí už ukazuje poměrné přesný výsledek. Halpin – Tsaiovy rovnice 
postupně aproximují a pro ξ=10 se experimentální hodnotě přibližují nejvíce. Pro správný 
výsledek je důležitá znalost všech modelů a výstup vhodně interpretovat. 
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uc 
γc 
τc 
vlákno 
matrice 
3.2.5 Příčná pevnost 
U příčného namáhání, jak už bylo dříve řečeno, se jednotlivé složky napětí rovnají. Příčnou 
pevnost kompozitu pak určuje matrice, která má nižší mez pevnosti než vlákna, a poruší se 
první. Platí: 
𝜎𝑃𝑡,𝑇 = 𝜎𝑚 3-18 
S uvážením součinitele koncentrace napětí 𝐾 je výsledkem. 
𝝈𝑷𝒕,𝑻 =
𝜎𝑚
𝐾
 3-19 
kde 𝐾 =
𝐸𝑓 ∙(1−2∙𝜇𝑚)∙(1+𝜇𝑚)−𝐸𝑚∙(1−2∙𝜇𝑓)∙(1+𝜇𝑓)
𝐸𝑓
 
3-20 
3.3 Modul pružnosti ve smyku 𝑮𝑳𝑻 
Celá úvaha vychází z Hookeova zákonu pro prostý smyk. Pro kompozit jako celek platí: 
𝜏c = 𝐺c ∙ 𝛾c 3-21 
𝜏c – smykové napětí 𝐺c – modul ve smyku kompozitu 𝛾𝑐 – zkos 
Pro vlákna a matrici je vztah 3-21 analogický.  
Uvedené smykové napětí na Obr. 3-2 způsobí posunutí a zkos. Pak logicky celkové posunutí 
je dáno součtem posunutí vlákna a matrice, celkový zkos je dán opět součtem zkosení vlákna 
a matrice. 
 
Obr. 3-2 Kompozit namáhaný smykovým napětím 𝜏c 
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Napsáno v rovnici: 
𝑢𝑐 = 𝑢𝑓 + 𝑢𝑚 3-22 
𝑢𝑐 – posunutí celku 𝑢𝑓  – posunutí vlákna 𝑢𝑚 – posunutí matrice 
Posunutí celku (vlákna a matrice analogicky) lze psát ve tvaru: 
𝑢𝑐 = 𝛾𝑐 ∙ 𝑡𝑐 3-23 
𝛾𝑐 – zkos celku 𝑡𝑐 – šířka celku  
Při uvážení vztahu pro posunutí (3-23) v rovnici pro celkové posunutí kompozitu a po úpravě 
známé z předchozích vztahů je výsledkem směšovací pravidlo pro zkos kompozitu 𝜸𝒄.  
𝛾𝑐 = 𝛾𝑓 ∙ 𝑣𝑓 + 𝛾𝑚 ∙ 𝑣𝑚 3-24 
Z kterého lze uvážením formy Hookeova zákona pro prostý smyk (3-21) vyjádřit modul 
pružnosti ve smyku. 
𝐺𝑐 = 𝑮𝑳𝑻 =
1
𝑣𝑓
𝐺𝑓
+
1−𝑣𝑓
𝐺𝑚
 
3-25 
𝐺𝐿𝑇 – modul pružnosti kompozitu 𝐺𝑓 – modul pružnosti vlákna 𝐺𝑚 – modul pružnosti matrice 
3.3.1 Příčný modul pružnosti ve smyku 𝑮𝑻𝑻´ 
Přestože to není nezávislá konstanta, výpočtový model v programu Ansys potřebuje i hodnotu 
příčného modulu pružnosti ve smyku. 
𝑮𝑻𝑻´ =
𝑬𝑻
2 ∙ (1 + 𝝁𝑻𝑻´)
 3-26 
3.4 Poissonova čísla dlouhovláknového kompozitu 
Fyzikální konstanty určující poměr mezi deformací ve směru namáhání a deformací ve směru 
kolmém na osu namáhání. Zatímco u izotropních materiálů je Poissonovo číslo nezávislé 
na směru zatěžování a nabývá hodnoty do 0,5 (ocel 0,27 – 0.30), u kompozitů je to složitější, 
Poissonova čísla jsou pro popis materiálů potřeba 3 a jejich hodnoty se liší v závislosti 
na směru namáhání a objemového podílu vláken. Je dána hlavní osa L ve směru vláken a dvě 
osy T a T´ na ní kolmé. Ke značce Poissonova čísla 𝝁 se přidávají dva indexy, první značí 
osu, ve které je těleso zatěžováno, a druhý osu, ve které je změna pozorována. 
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3.4.1 𝝁𝑳𝑻 
Hlavní Poissonovo číslo. Kompozit je zatěžován ve směru vláken a Poissonovo číslo 𝝁𝑳𝑻 
vyjadřuje poměrné zkrácení v příčném směru T a poměrné prodloužení v podélném směru L. 
Jelikož kompozit je zatěžován tak, jak by měl být, hlavní Poissonovo číslo se s objemovým 
podílem vláken mění málo a lineárně a nabývá klasických hodnot kolem 𝟎, 𝟑 (Obr. 3-3).  
Podélné napětí 𝜎𝐿 vyvolá v příčném směru kontrakci △ 𝑡𝑐. Ta se skládá z kontrakce matrice 
a vlákna, platí vztah: 
△ 𝑡𝑐 =△ 𝑡𝑓 +△ 𝑡𝑚 3-27 
Dále se jednotlivé složky vyjádří jako funkce poměrného přetvoření. 
△ 𝑡𝑐 = 𝑡𝑓 ∙ 𝜇𝐿𝑇 ∙ 𝜀𝐿 3-28 
Pro vlákna a matrice samotné je vztah 3-28 analogický s příslušnými indexy △ 𝑡𝑓 a △ 𝑡𝑚. 
Uvážením těchto tří rovnic a vztahu popisující rovnost poměrných deformací v podélném 
směru namáhání 3-7 v relaci 3-27 je výsledkem směšovací pravidlo pro hlavní Poissonovo 
číslo 𝝁𝑳𝑻 dlouhovláknového kompozitu.  
𝜇𝑐 = 𝝁𝑳𝑻 = 𝜇𝑓 ∙ 𝑣𝑓 + 𝜇𝑚 ∙  𝑣𝑚 3-29 
3.4.2 𝝁𝑻𝑳 
První vedlejší Poissonovo číslo 𝝁𝑻𝑳. Kompozit je nyní zatěžován ve směru příčné osy T 
a změna pozorována v podélné ose L, tedy naopak než u konstanty 𝝁𝑳𝑻, ze které vztah pro 
výpočet vychází, z čehož vyplývá, že číslo 𝝁𝑻𝑳 není nezávislé. V závislosti na objemu vláken 
dosahuje velmi malých hodnot (viz graf na Obr. 3-3), protože kompozitní materiál je 
nejpevnější ve směru vláken a pozorovaná deformace v jejich směru L bude mnohem menší, 
než deformace ve směru zatěžování T. (naopak ve směru T´ bude téměř totožná). 
𝝁𝑻𝑳 =
𝐸𝑇
𝐸𝐿
∙ 𝜇𝐿𝑇 3-30 
3.4.3 𝝁𝑻𝑻´ 
Druhé vedlejší Poissonovo číslo 𝝁𝑻𝑻´ popisuje kompozit zatěžovaný v první příčné ose T 
a jeho deformování v druhé příčné ose T´. Jeho hodnota může pro některé objemové podíly 
vláken dosáhnout hodnot > 0.5. (viz graf na Obr. 3-3). Je to způsobeno tím, že kompozit se 
díky pevným vláknům v podélném směru L téměř nezkrátí, proto to musí v druhém příčném 
směru T´ „dohnat“. [8] 
𝝁𝑻𝑻´ = 1 − 𝜇𝑇𝐿 −
𝐸𝑇
3 ∙ 𝐾
 3-31 
K – objemový modul pružnosti  
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Objemový modul pružnosti se vypočítá z dílčích objemových modulů pružnosti vztahem: [8] 
𝐾 = (
𝑣𝑓
𝐾𝑓
+
𝑣𝑚
𝐾𝑚
)
−1
 3-32 
Kde pro 𝐾𝑛 (vlákna i matrice) platí: [8] 
𝐾𝑛 = 
𝐸𝑛
3 ∙ (1 − 2 ∙ 𝜇𝑛)
 3-33 
Je logické, že pro každý materiál budou hodnoty Poissonových čísel odlišné a stejně tak se 
budou lišit stejné kompozity s rozdílným vnitřním uspořádáním. Je dán kompozit: 
kompozit Em[GPa] Ef[GPa] vm vf 
Epoxid – sklo 3.5 71 0.38 0.22 
Tab. 3-3 Vlastnosti kompozitu použitého pro analýzu Poissonových čísel [8] 
Jak se mění hodnoty Poissonových čísel, pokud se do kompozitu přidávají vlákna, lze vidět 
v grafu na Obr. 3-3. 
 
Obr. 3-3 Závislost hodnoty Poissonových čísel na objemovém podílu vláken [8]  
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4 VLIV DÍRY NA NAPJATOST V IZOTROPNÍM MATERIÁLU 
Při návrhu konstrukce z izotropního materiálu se nelze vyhnout geometrickým 
nepravidelnostem. Ať už jde o zápich na hřídeli, drážku pro pero, změnu průřezu či vyvrtaný 
otvor, vždy se objevuje změna rozložení napětí v okolí nespojitosti. Taková nespojitost se 
nazývá koncentrátor napětí.  
Změnu koncentrace napětí ve stěně namáhané tahem v okolí vyvrtaného otvoru lze pozorovat 
na Obr. 4-1. Izolinie jsou všude rovnoměrně rozložené, dokud se nepřiblíží k otvoru. Tam 
dojde k jejich pokřivení (protože nemohou probíhat někudy, kde není materiál), tedy 
koncentraci. Jde o vysoce lokální jev a nelze tady pracovat s nominálním napětím jako 
v ostatních částech stěny. [16] 
 
Obr. 4-1 Průběh napětí v okolí kruhového otvoru 
Pro vyjádření velikosti poměru maximálního napětí v okolí díry a nominálního napětí 
v materiálu se používá součinitel tvaru α. [9]   
α =
σ𝑚𝑎𝑥
σ𝑛𝑜𝑚
 4-1 
α – součinitel tvaru σ𝑚𝑎𝑥 – maximální napětí σ𝑛𝑜𝑚 – nominální napětí 
Lze dokázat, že součinitel tvaru α je na povrchu vyvrtaného otvoru izotropního matriálu 3.  
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4.1 Určení součinitele tvaru α v okolí vyvrtaného otvoru 
Pro stanovení hodnoty součinitele existují tři metody. Analytické, experimentální a numerické 
pomocí metody konečných prvků (MKP). 
4.1.1 Analytické řešení stanovení součinitele tvaru α 
Rozložení napětí kolem vyvrtaného otvoru lze odvodit z jednoduchého příkladu. Nekonečně 
široká deska je vystavena tahovému zatížení stejně jako na Obr. 4-2. 
 
Obr. 4-2 Nekonečně široká deska s kruhovým otvorem zatížená tahem 
Jednotlivé složky napětí vypadají takto. 
 
Obr. 4-3 Jednotlivé složky napětí 
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A rovnice pro celkové rozložení napětí mají tvar: [7] 
  σ𝑟𝑟(𝑟, 𝜃) =  
σ0
2
∙ [(1 −
a2
r2
) + (1 + 3 ∙
a4
r4
−  4 ∙
a2
r2
) ∙ cos 2θ] 4-2 
  σθθ(𝑟, 𝜃) =  
σ0
2
∙ [(1 +
a2
r2
) − (1 + 3 ∙
a4
r4
) ∙ cos 2θ] 4-3 
σ𝑟𝜃(𝑟, 𝜃) =  −
σ0
2
∙ [(1 − 3 ∙
a4
r4
+  2 ∙
a2
r2
) ∙ cos 2θ] 4-4 
σ𝑟𝑟(𝑟, 𝜃) – obvodové napětí σθθ(𝑟, 𝜃) – radiální napětí  σ𝑟𝜃(𝑟, 𝜃) – smykové napětí  
σ0 – tahové napětí 𝑎 – průměr díry 𝑟 – radiální vzdálenost 
Na povrchu otvoru, kde 𝒓 = 𝒂, platí: 
σ𝑟𝑟(𝑟, 𝜃) =  0 4-5 
σθθ(𝑟, 𝜃) =  σ ∙ (1 − 2 ∗ cos(2θ)) 4-6 
σ𝑟θ(𝑟, 𝜃) =  0 4-7 
Pro 𝜃 =
𝜋
2
 a 𝜃 =
3∙𝜋
2
 dosáhne napětí svého maxima σθθ = σmax = 3 ∙ σ. Proto lze říci, 
že součinitel koncentrace napětí pro takovouto geometrii je 𝛂 = 𝟑, v rovnici: [7] 
σ𝑚𝑎𝑥 = 3 ∙ σ𝑛𝑜𝑚 4-8 
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5 METODA KONEČNÝCH PRVKŮ 
Moderní výpočetní metoda používaná v případech příliš složitého analytického řešení. Slouží 
k simulaci průběhu napětí, deformací a jiných inženýrských veličin. Má tři základní varianty 
– deformační (přes 90% případů), silovou (Lagrangeův přístup) a smíšenou. [21] 
5.1 Věta o minimu funkcionálu, základní rovnice 
Převzato z přednášek předmětu Pevnost a pružnost II pana prof. Ing. Jiřího Buršy, Ph.D. 
Pro deformačně napěťovou analýzu pružného tělesa je základním funkcionálem práce 
spotřebovaná na jeho deformaci (vratnou) – energie napjatosti. Věta o minimu funkcionálu 
matematicky vyjadřuje, že těleso při daném zatížení a daných vazbách zaujme stav 
energeticky nejméně náročný. Příslušným energetickým funkcionálem je pak vztah pro 
celkovou potencionální energii tělesa definovanou jako rozdíl energie napjatosti tělesa a 
potencionálu vnějšího zatížení.  
 = W − P 5-1 
 – Celková potencionální 
energie 
W – energie napjatosti P – potencionál vnějšího 
zatížení 
Celková potencionální energie je dána posuvy jednotlivých bodů. Díky nalezení minima 
funkcionálu je pak možné určit tenzory přetvoření a následně tenzory napětí.  
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5.2 Princip MKP 
Základní princip metody konečných prvků je uveden na Obr. 5-1.  
   
   
Obr. 5-1 Základní schéma metody konečných prvků 
a) Vytvoření základního vzorku s dírou 
b) Aplikace symetrie – pro analýzu stačí vymodelovat pouze 1/8 původního vzorku 
Symetrie není nutné využívat, ale vzhledem k velkému množství zpracovávaných dat je 
možnost snížení takového objemu na 1/8 více než vhodná.  
c) Rozdělení základního tělesa na konečné prvky 
Základním prvkem v rovině je čtyřúhelník, v prostoru šestistěn, pro zjednodušení se někdy 
využívá trojúhelníku a čtyřstěnu.  
d) Popsání každého prvku matematickými vzorci 
e) Aplikace okrajových podmínek – zatížení, podpory 
f) Vykreslení primárních i sekundárních výsledků 
b a c 
d e f 
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6 VLIV SMĚRU VLÁKEN KOMPOZITU V OKOLÍ DÍRY NA NAPĚTÍ 
Praktická část práce, ve které se provádí analýza napětí v okolí díry konkrétního kompozitu 
pomocí metody MKP v softwaru Anys 16. Nejprve je analyzován kompozit, kde se orientace 
vláken v okolí díry neřešila, a poté kompozit, u kterého byl simulován ohyb vláken v okolí 
díry. Nakonec se vyhodnotilo, jaký vliv mělo příslušné ohnutí vláken na koncentraci napětí. 
Použitý kompozit: SKLO – EPOXIDOVÁ PRYSKYŘICE, vlastnosti viz Tab. 6-1.  
Modul 
pružnosti 
vláken Ef 
Modul 
pružnosti 
matrice Em 
Poissonovo 
číslo vlákna μf 
Poissonovo 
číslo matrice μm 
Objemový podíl 
vláken υf 
Objemový podíl 
matrice υm 
80 GPa 5 GPa 0,3 0,42 0,65 0,35 
Tab. 6-1 Vlastnosti analyzovaného kompozitu sklo – epoxid  
Dále bylo nutné spočítat 5 nezávislých konstant. Odvození vzorců viz kapitola 3.  
Konstanta: Dosazení: Výsledek: 
Podélný modul 
pružnosti 𝑬𝑳 
𝑬𝑳 = 𝐸𝑓 ∙ 𝑣𝑓 + 𝐸𝑚 ∙ 𝑣𝑚 = 80 ∙ 10
9 ∙ 0,65 + 5 ∙ 109 ∙ 0,35 53,8 GPa 
Příčný modul 
pružnosti 𝑬𝑻 (ξ = 1,5) 
𝑬𝑻 = 𝐸𝑚 ∙
(1 + ξ ∙ η ∙ 𝑣𝑓)
(1 −  η ∙ 𝑣𝑓)
= 5 ∙ 109 ∙
(1 + 1,5 ∙ 0,86 ∙ 0,65)
(1 −  0,86 ∙ 0,65)
 20,7 GPa 
Modul pružnosti ve 
smyku 𝑮𝑳𝑻 
𝑮𝑳𝑻 =
1
𝑣𝑓
𝐺𝑓
+
1−𝑣𝑓
𝐺𝑚
=
1
0,65
2,3∙1010
+
1−0,65
1,76∙109
 4,6 GPa 
Poissonovo číslo 
𝝁𝑳𝑻 
𝝁𝑳𝑻 = 𝜇𝑓 ∙ 𝑣𝑓 + 𝜇𝑚 ∙  𝑣𝑚 = 0,3 ∙ 0,65 + 0,42 ∙ 0,35  0,34 
Poissonovo číslo 
𝝁𝑻𝑻´ 
𝝁𝑻𝑻´ = 1 − 𝜇𝑇𝐿 −
𝐸𝑇
3 ∙ 𝐾
 
𝝁𝑻𝑻´ = 1 −  0,34 − 
20,7 ∙ 109
3 ∙ 2,3 ∙ 1010
 
0,57 
Příčný modul 
pružnosti ve smyku 
𝑮𝑻𝑻´ 
𝑮𝑻𝑻´ =
𝑬𝑻
2 ∙ (1 + 𝝁𝑻𝑻´)
=
20,7 ∙ 109
2 ∙ (1 + 𝟎, 𝟓𝟕)
 6,8 GPa 
Tab. 6-2 Výpočet 5 nezávislých konstant pro analyzovaný kompozit sklo – epoxid 
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Jak už bylo řečeno, příčný modul pružnosti ve smyku není nezávislá konstanta. Program 
Ansys 16 ovšem neumí pracovat s příčně izotropním materiálem a tak je nutno převést 
konstanty na homogenizovaný model, ve kterém zadáme příslušné vlastnosti ve všech třech 
osách. 
EX = EL = 53,8 GPa PRXY =𝜇𝐿𝑇 = 0,34 GXY = GLT = 4,6 GPa 
EY = ET = 20,7 GPa PRYZ =𝜇𝑇𝑇´ = 0,52 GYZ = GTT´ = 6,8 GPa 
EZ = ET = 20,7 GPa PRXZ = 𝜇𝐿𝑇 = 0,34 GXZ = GLT = 4,6 GPa 
Tab. 6-3 Hodnoty homogenizovaného modelu sklo – epoxid  
Na Obr. 6-1 je vidět, jak jsou hodnoty zadány do programu. 
 
Obr. 6-1 Zadávání parametrů pro homogenizovaný model do programu Ansys 
Následně byl vymodelovaný model (Obr. 6-2), zakotven ve všech třech osách a zatížen 
nominálním napětím 100 MPa.  
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Celkové rozměry zkušebního vzorku jsou 100x50x2, pro samotnou analýzu stačí 
vymodelovat pouze 1/8. 
 
Obr. 6-2 Náčrt části zkušebního vzorku 
Na vytvořeném modelu je ještě nutno rozložit sít prvků, tzv. meshing. Není nutné, 
aby v celém modelu byla stejně hustá, je důležité se zaměřit na rozhodující oblast – okolí díry.  
  
Obr. 6-3 Detaily vymodelované sítě prvků 
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6.1 Napětí v okolí díry bez předchozího řízení směru vláken 
Pokud se s dírou v kompozitu nepočítá, vlákna se nepřipraví a díra se vyvrtá do zcela 
nepřipraveného modelu, vznikají velké koncentrace napětí, materiál přijde o svoji největší 
přednost – pevnost v tahu – a vyplyne otázka, zda je nutné ho vůbec používat.  
Koncentraci napětí lze odhadnout analyticky podle vzorce 6-1. [4] 
𝛼 = 1 + √2 ∙ √
𝐸𝐿
𝐸𝑇
− 2 ∙ 𝜇𝑇𝑇´ +
𝐸𝐿
𝐺𝐿𝑇
= 1 + √2 ∙ √
53,8
20,7
− 2 ∙ 0,57 +
53,8
4,6
= 𝟒, 𝟕 6-1 
Podle analytického výpočtu vznikne na hraně díry při zatížení nominálním napětí ve směru 
vláken o velikosti 100 MPa napětí 470 MPa.  
Nyní celá situace v Ansysu pomocí metody konečných prvků. Je vidět, že nejzatíženější místo 
je přesně tam, kde bylo očekáváno. Maximální nominální napětí je 452 MPa. Odchylka 
analyticky od MKP je 3,5 %, což lze považovat za přijatelný výsledek. Méně přijatelná věc je, 
že v kompozitu vznikají na okraji díry koncentrace napětí 4,7 a materiál tak ztrácí své 
konstrukční výhody.  
 
Obr. 6-4 Model kompozitu zatížený napětím 100 MPa bez předchozího řízení vláken 
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6.2 Napětí v okolí díry s řízením směru vláken 
Z minulé podkapitoly jasně vyplývá, že pokud má být kompozit navrtán a při tom nepřijít o 
své mechanické vlastnosti, je nutné při jeho výrobě vlákna kolem díry prohnout a materiál tak 
pro budoucí navrtání připravit. Samotné prohnutí vláken a zjištění, jaké je nejvýhodnější, je 
předmětem této podkapitoly.  
Kromě napětí ve směru vláken je zároveň nutné sledovat i napětí ve směru na ně kolmém 
a smykové napětí v rovině vláken.  
Program natáčející vlákna obecně je popsán níže, jeho modifikace pro konkrétní natočení pak 
u příslušných modelů. 
Kostra programu byla převzata z podpůrných prezentací předmětu Mechanika kompozitů 
pana Ing. Stanislava Polzera, Ph.D. s jeho svolením.  
 
Příkaz *GET získá hodnotu počtu elementů a uloží jí jako skalár do proměnné num_elem 
Příkaz *DIM definuje pole a jeho rozměry 
 
Vytvoří 90 nových vzájemně otočených souřadných systémů 
 
Příkaz *VGET vezme souřadnice těžiště jednotlivých elementů a uloží je do proměnné 
poloha_elem 
 
Je potřeba znát vzdálenost jednotlivých elementů od středu díry – proměnná distance (i, 1) 
ukládá vzdálenost na ose y, distance (i, 2) na ose x a distance (i, 3) celkovou 
 
Zde nastavujeme ovlivněnou oblast – kde se mají vlákna začít ohýbat. 
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Zde se do proměnné uhel ukládá úhel natočení jednotlivých elementů 
 
Zde se definuje, aby se vlákna po dosažení 45° začala natáčet zpátky do vodorovné polohy 
 
Není potřeba, aby se otočila vlákna v celém materiálu. Proto proměnná faktor definuje 
vzdálenost od díry na ose y a určuje, že se úhel natočení bude zmenšovat se vzdáleností 
 
Nakonec už se jenom natočí souřadný systém podle výše uvedeného vzoru. 
Výše uvedený program natáčí s jemnými modifikacemi vlákny ve všech třech analyzovaných 
modelech. 
 
42 
 
6.2.1 Částečný odklon vláken 
Vlákna se začnou ohýbat v půlce vzorku (ve vzdálenosti 5x průměr díry od vyvrtané díry) až 
do úhlu 45° a poté opět postupně narovnávat podle následujícího náčrtu.  
 
Obr. 6-5 Náčrt principu ohýbání vláken použitý pro analýzu II 
 
Hodnota 25 udává, v jaké vzdálenosti v ose x od středu díry se mají vlákna začít natáčet. 
 
Zde je definováno, aby se úhel vláken se vzdáleností od díry zmenšoval pouze v ose y. 
 Výsledky: 
 
Obr. 6-6 Hodnoty a rozložení napětí ve směru kolmém na směr vláken u modelu II 
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Obr. 6-7 Hodnoty a rozložení napětí ve směru vláken u modelu II 
 
Obr. 6-8 Hodnoty a rozložení smykového napětí u modelu II 
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6.2.2 Úplný odklon vláken 
Vlákna se začnou ohýbat od začátku vzorku (ve vzdálenosti 10x průměr díry od vyvrtané 
díry) až do úhlu 45° a poté opět postupně narovnávat podle následujícího náčrtu.  
 
Obr. 6-9 Náčrt principu ohýbání vláken použitý pro analýzu III 
 
Nyní se číslem 50 řekne, že natáčet vlákna se budou od začátku materiálu po celé jeho délce. 
 
Zde je definováno, aby se úhel vláken se vzdáleností od díry zmenšoval pouze v ose y 
Výsledky: 
 
Obr. 6-10 Hodnoty a rozložení smykového napětí u modelu III 
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Obr. 6-11 Hodnoty a rozložení napětí ve směru vláken u modelu III 
 
Obr. 6-12 Hodnoty a rozložení napětí ve směru kolmém na směr vláken u modelu III 
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6.2.3 Bezprostřední odklon vláken 
Vlákna se začnou ohýbat v bezprostřední blízkosti vzorku až do úhlu 45° a poté opět postupně 
narovnávat podle následujícího náčrtu.  
 
Obr. 6-13Náčrt principu ohýbání vláken použitý pro analýzu IV 
 
Nyní se proměnnou distance (i, 3), která vyjadřuje absolutní vzdálenost elementu od díry, 
definuje, aby se vlákna natáčela pouze v bezprostřední blízkosti okolí díry a aby se zvětšující 
vzdáleností úhel natočení prudce klesal. 
Výsledky: 
 
Obr. 6-14 Hodnoty a rozložení smykového napětí u modelu IV 
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Obr. 6-15 Hodnoty a rozložení napětí ve směru vláken u modelu IV 
 
Obr. 6-16 Hodnoty a rozložení napětí ve směru kolmém na směr vláken u modelu IV 
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6.3 Další analyzované materiály 
Pro lepší porovnání a vyvození závěrů byly identickou analýzou a identickým postupem 
zkoumány ještě další dva kompozity. 
KEVLAR – EPOXIDOVÁ PRYSKYŘICE, vlastnosti viz Tab. 6-4 
Modul 
pružnosti 
vláken Ef 
Modul 
pružnosti 
matrice Em 
Poissonovo 
číslo vlákna μf 
Poissonovo 
číslo matrice μm 
Objemový podíl 
vláken υf 
Objemový podíl 
matrice υm 
83 GPa 3,5 GPa 0,25 0,45 0,6 0,4 
Tab. 6-4 Vlastnosti analyzovaného kompozitu kevlar – epoxid  
EX = EL = 50,1 GPa PRXY =𝜇𝐿𝑇 = 0,33 GXY = GLT = 2,9 GPa 
EY = ET = 13,8 GPa PRYZ =𝜇𝑇𝑇´ = 0,7 GYZ = GTT´ = 4 GPa 
EZ = ET = 13,8 GPa PRXZ = 𝜇𝐿𝑇 = 0,33 GXZ = GLT = 2,9 GPa 
Tab. 6-5 Hodnoty homogenizovaného modelu kevlar – epoxid  
KARBON – EPOXIDOVÁ PRYSKYŘICE, vlastnosti viz Tab. 6-6 
Modul 
pružnosti 
vláken Ef 
Modul 
pružnosti 
matrice Em 
Poissonovo 
číslo vlákna μf 
Poissonovo 
číslo matrice μm 
Objemový podíl 
vláken υf 
Objemový podíl 
matrice υm 
250 GPa 3,5 GPa 0,35 0,45 0,565 0,435 
Tab. 6-6 Vlastnosti analyzovaného kompozitu karbon – epoxid  
EX = EL = 140 GPa PRXY =𝜇𝐿𝑇 = 039 GXY = GLT = 2,7 GPa 
EY = ET = 14 GPa PRYZ =𝜇𝑇𝑇´ = 0,778 GYZ = GTT´ = 3,95 GPa 
EZ = ET = 14 GPa PRXZ = 𝜇𝐿𝑇 = 0,39 GXZ = GLT = 2,7 GPa 
Tab. 6-7 Hodnoty homogenizovaného modelu karbon – epoxid  
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6.4 Nejvhodnější odklon vláken 
Vyhodnocení nejvhodnějšího modelu řízení vláken nelze udělat jen podle největší redukce 
napětí ve směru vláken – je nutné také uvažovat, jak se mění napětí ve směru kolmém na směr 
vláken a smykové napětí v rovině vláken. Modely musí být podrobeny analýze, zda za cenu 
snížení napětí ve směru vláken nezpůsobí nebezpečné koncentrace napětí v jiných směrech.  
Výsledné hodnoty jsou uvedeny v Tab. 6-8 pro všechny tři zkoumané materiály. 
Použitá legenda: 
SKLO – EPOXID  KEVLAR – EPOXID  KARBON – EPOXID  
A výsledky samotné: 
Model vláken 
Číslo 
modelu 
Tah L[MPa] Tah T´[MPa] Krut LT´[MPa] 
 
I 
470 31 69,8 
519 27 75 
674 20 87 
 
II 
203 48,3 67 
198 44 61,5 
223 24 43,5 
 
III 
198 47,3 65,8 
193 42 60 
207 22 40 
 
IV 
292,3 60 86 
317 52,7 85 
450 30 72,5 
Tab. 6-8 Výsledky modelové analýzy vláken v programu Ansys 
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Je patrné, že ohýbání vláken kompozitního materiálu není jednoduchá věc a že nelze při 
snižování napět ve směru vláken zapomenout na směr kolmý a na vznikající smyková napětí. 
Přestože v různých materiálech vznikají rozdílné koncentrace, obecně by se dalo říci, že 
všechny tři složky napětí se zmenšují se vzrůstající vzdáleností počátku ohýbání vláken od 
díry, viz graf na Obr. 6-17.  
 
Obr. 6-17 Vliv vzdálenosti počátku ohýbání vláken od díry na napětí v daném směru sklo – 
epoxidového kompozitu 
Graf na Obr. 6-17 potvrzuje, co je zřejmé – ohýbat vlákna kolem díry nemá patřičný účinek, 
pokud je počátek ohýbání vláken zvolen příliš blízko díry. Výsledné koncentrace dramaticky 
klesají až do vzdálenosti cca 20 cm od díry. Tam je bod zlomu a od tohoto bodu dále nemá 
vzdálenost počátku ohýbání vláken od díry na koncentrace napětí velký vliv (jak je zřejmé i z 
Tab. 6-8). 
Jako nejvhodnější model ohýbání vláken se tedy jeví model II – dosahuje přijatelných 
výsledků a není příliš prostorově náročný.  
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6.5 Omezení výpočtového modelu 
Modelová analýza v Ansysu je teoretická. Je zřejmé, že se výsledky budou odlišovat z důvodu 
nedokonalého (resp. ideálního) výpočtového modelu, kterého v praxi nelze dosáhnout.  
6.5.1 Problém homogenizovaného modelu 
Ansys má vymodelovaný model testovaného vzorku, tomu přiřadí síť (meshing) a každému 
vzniklému elementu přiřadí šipku – v našem případě reprezentující část vlákna, zadané 
elastické konstanty předpokládá v celém homogenizovaném modelu konstantní. Vzniklá 
simulace vláken modelu II lze pozorovat na Obr. 6-18a. Je patrné, že vlákna se začnou ohýbat 
v polovině materiálu a postupují až k úplné hranici díry. Každá šipka je přiřazena svému 
elementu a nemění svojí polohu, nevzniká žádné místo, kde nejsou žádná vlákna 
  
Obr. 6-18 Rozdíly mezi výpočtovým (a) a skutečným (b) modelem uhýbání vláken 
Ve skutečnosti není možné zajistit, aby vlákna zůstala takto ve své poloze. Jediný způsob 
řízení vláken kolem díry je jejich rozhrnutím (schéma viz Obr. 6-18b). V kompozitu pak 
vzniká tzv. šedá oblast, kdy před a za dírou žádná vlákna z důvodu jejich rozhrnutí nejsou 
a nelze tedy použít vlastnosti předepsaného homogenizovaného modelu. 
Pro přesnější výsledky by bylo nutné v této tzv. šedé oblasti předepsat jiný homogenizovaný 
materiál s odlišnými elastickými konstantami, který předpokládá absenci vláken z důvodu 
jejich rozhrnutí. 
b 
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6.5.2 Problém změny objemového zastoupení vláken𝒗𝒇v okolí díry 
Další problém je, že 5 nezávislých konstant homogenizovaného modelu bylo počítáno 
s daným objemovým zastoupením vláken 𝑣𝑓. Při rozhrnutí vláken v okolí díry tento objemový 
poměr ovšem nezůstává zachován a materiál tak opět mění své elastické vlastnosti.  
  
Obr. 6-19 Rozdíl v hustotě zastoupení vláken v okolí díry (a) a mimo díru (b) 
Pro přesnější výsledky by bylo nutné v okolí díry (Obr. 6-19a) předepsat jiné objemové 
zastoupení vláken 𝑣𝑓 než mimo díru (Obr. 6-19b). 
6.5.3 Ničím nepodložený odklon vláken o 45° 
Naprogramované natáčení vláken o daný úhel se nezakládá na žádné předcházející analýze a 
hodnota 45° byla zvolena.  
Pro srovnání byly u materiálu SKLO – EPOXID u modelu IV natočena vlákna o další úhel.  
Úhel natočení [°] Tah L[MPa] Tah T´[MPa] Krut LT´[MPa] 
45 292,3 60 86 
30 328 63,5 95 
Tab. 6-9 Porovnání různých úhlů natočení vláken 
Z Tab. 6-9 vyplývá, že na zvoleném úhlu natočení vláken záleží. Pro vyvození závislosti 
velikosti úhlu natočení na napětí a rozhodnutí, který úhel natočení je nejvhodnější by bylo 
nutné provést další analýzy překračující rámec této bakalářské práce.  
a b 
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ZÁVĚR 
Při neřízeném směru vláken v okolí díry dosahovaly koncentrace napětí ve směru vláken 
některých materiálů až 6,7. Naopak při jejich řízení vhodným modelem se výsledné 
součinitele pohybovaly u všech sledovaných materiálů kolem 2. Takový výsledek je dán 
několika faktory:  
Nejdůležitější z nich je zvolený model řízení vláken. V kap. 6.2 je zkoumáno několik 
takovýchto modelů s výsledkem, že na koncentraci napětí má velký vliv, v jaké vzdálenosti 
od díry se začnou vlákna ohýbat. Tato skutečnost byla dále analyzována, a jak vyplývá 
z grafu na Obr. 6-17, platilo to jen do určité vzdálenosti od díry – od které se při jejím 
dosažení výsledné koncentrace napětí měnily už velmi málo. Díky těmto poznatkům byl 
model II použitý v kap. 6.2.1 vyhodnocen – díky nízkým koncentracím a malé prostorové 
náročnosti – jako nejvhodnější.  
Dalším z faktorů, ovlivňující výslednou koncentraci napětí, je zvolený materiál. Jak ukazuje 
Tab. 6-8 různé materiály dosahují při stejném zatížení bez zásahu do směru vláken rozdílných 
koncentrací a jejich výsledné napětí v tahu se od sebe odlišuje v desítkách až stovkách MPa. 
Je ale důležité si všimnout, že rozdíly mezi koncentracemi napětí jednotlivých materiálů se 
vyrovnávají podle kvality použitého modelu řízení vláken – jak je vidět u modelu III, kde se 
výsledné tahové napětí všech materiálů liší v jednotkách MPa a koncentrace se blíží hodnotě 
2. Nabízí se tak domněnka, zdali mohou koncentrace všech dlouhovláknových kompozitů při 
vhodném řízení vláken v okolí díry klesnout na hodnotu 2 obecně. Pro vyslovení takového 
závěru bych doporučil se touto problematikou dále zabývat a analyzovat další materiály.  
Pochopitelně jako každý výpočtový model, i ten uvedený v mé práci, používá několik 
zjednodušujících předpokladů uvedených v  kap. 6.5. Pro další zkvalitnění výsledků by bylo 
vhodné se jimi dále zabývat, což však už nebylo možné jednak z časového hlediska a jednak 
tyto analýzy vysoce překračují rozsah bakalářského studia, proto jsou spíše vhodné do 
diplomové práce.  
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